Zakladni definice

Definice (parcialni derivace)
Necht f: G -+ R, G CRY, ac G, i€ {l,...,d}. Rikime, ze f mi v
bodé a parcialni derivaci vzhledem k i-té souradnici (podle x;), pokud

existuje limita

lim f(a+ te;) — f(a).
t—0 t

.. of ..
V takovém pripadé hodnotu limity znacime ——(a) (a nazyvame ji

ox,

1
parcialni derivaci funkce f vzhledem k i-té souradnici v bodé a).



Zakladni definice

Definice (parcialni derivace)
Necht f: G -+ R, G CRY, ac G, i€ {l,...,d}. Rikime, ze f mi v
bodé a parcialni derivaci vzhledem k i-té souradnici (podle x;), pokud

existuje limita

lim f(a+ te;) — f(a).
t—0 t

.. of ..
V takovém pripadé hodnotu limity znacime a—(a) (a nazyvame ji
”

1
parcialni derivaci funkce f vzhledem k i-té souradnici v bodé a).

Trivialni pozorovani
Polozme g(t) = f(a]_, o, 8i—1,t 841,04, ad).

of
Potom plati g'(a;) = 3 (a), pokud jedna z limit existuje.

1



Rutinni vypocty

Necht f(x,y) = x2y + y% + x a zvolme (a, b) € R2.



Rutinni vypocty

Necht f(x,y) = x2y + y% + x a zvolme (a, b) € R2.
Potom pro g(t) = t?b + b® + t mame g'(t) = 2tb + 1

a tedy %(a, b) = g'(a) =2ab+ 1.



Rutinni vypocty
Necht f(x,y) = x?y + y3 + x a zvolme (a, b) € R?.
Potom pro g(t) = t?b + b® + t mame g'(t) = 2tb + 1
f
a tedy %(a, b) = g'(a) =2ab+ 1.
Pro h(t) = 2’t + t3 + a mame H'(t) = a* + 3t>

a tedy ?(a, b) = W' (b) = a* + 3b%.
y



Rutinni vypocty
Necht f(x,y) = x?y + y3 + x a zvolme (a, b) € R?.
Potom pro g(t) = t?b + b® + t mame g'(t) = 2tb + 1
f
a tedy %(a, b) = g'(a) =2ab+ 1.
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Necht f(x,y) = y?e¥.



Rutinni vypocty
Necht f(x,y) = x?y + y3 + x a zvolme (a, b) € R?.
Potom pro g(t) = t?b + b® + t mame g'(t) = 2tb + 1
f
a tedy 8—(3, b) = g'(a) =2ab+ 1.
Ox
Pro h(t) = 2’t + t3 + a mame H'(t) = a* + 3t>

a tedy ?(a, b) = W' (b) = a* + 3b%.
y

Necht f(x,y) = y?e¥.

Potom %(x,y) = y3e¥ ((Ce*P) = CDexP)



Rutinni vypocty

Necht f(x,y) = x?y + y3 + x a zvolme (a, b) € R?.
Potom pro g(t) = t?b + b® + t mame g'(t) = 2tb + 1
a ted g(a b) =g'(a) =2ab+1

y 8X ) - g - .
Pro h(t) = 2’t + t3 + a mame H'(t) = a* + 3t>
a tedy %(a, b) = W' (b) = a* + 3b%.
Necht f(x,y) = y?e¥.

of 3 X x-Dy/ x-D

Potom a(x,y) =y eY ((Ce*Y) = CDe* ")

of
’ a7y(><,y) =2ye” + y?xe” ((y?e®) =2y + Cy?e?) .



Rutinni vypocty

2
Pro f(x,y,z) = x**% mame



Rutinni vypocty

2
Pro f(x,y,z) = x**¥ mame

%(x,y,z) =+ ZQ)XHZz_l, (vzorecek (x®) = ax*~1)

?(X,y,z) = Iog(x)x)’+z2, (vzorecek (a*)' = log(a)a™)
y

%(X7y7z) =2z |0g(X)xy+22_



Rutinni vypocty

Pro f(x,y,z) = x’*%" mame
of 2 y+22_1 < a\/ a—1
a()@y,z) =(y+2z)x , (vzorecek (x®) = ax>™1)

?(X,y,z) = Iog(x)x)’+z2, (vzorecek (a*)' = log(a)a™)
y

0z

(x,y,z) = 2zlog(x)x' ="

esin(2) 1 arctan(arcsin(log(log(log(z + v)))))

15 /y71 + 1

Pro f(x,y,z) =



Rutinni vypocty

2
Pro f(x,y,z) = xY™* méame

f 2
%(X,y,z) = (y + 22)xT¥ 71 (vzorecek (x®)' = ax®~1)
of i _
a—(x,y,z) = log(x)x*™*, (vzorecek (a*)" = log(a)a™)
y
E(x,y7 z) = 2zlog(x)x' %",
Pro flx.y.2) = esin(2) 1 arctan(arcsin(log(log(log(z + v)))))

15 /y71 + 1

mame —(x,y,z) =0.

Ox



Zakladni definice

Definice (parcialni derivace vyssich radii)
Nechtf: G —R, GCRY ac G, i,jc{l,...,d}. Parcigini derivaci 2.
fadu funkce f v bodé a vzhledem k i-té a nasledné j-té souradnice

definujeme jako
o (of (3)
Ox; \ Ox; ’

0%f 0%
6)9_3)(’_(3)7 pro i # j, 87x,2

pokud existuje a znacime

(a) proi=j.

Parcialni derivace vyssich radi definujeme analogicky.



Rutinni priklady

Pro f(x,y) = x3y mame:
of ) 0?f
g(xﬁ/):&( Y ﬁ(xa}’):@(y,

of 3 O°f )
—(X, = X", —(x, — 3 ,



Rutinni priklady

Pro f(x,y) = x3y mame:

of ,  OPf 2 f
g(x,y) = 3x7%y, @(X,y) = bxy, m(&y) = 3x

of, . Pf L, Pf
@(X,Y)—X7 m(xd’)—:bﬁ W(X,Y)—O-

Pro f(x,y) = e» mame:

of 1 . 0%f 1 . 0*f -1
2

a(&y)z;ey, w(xay)zﬁeyu W(X>y):7
8f( )= X 82f( )_—1e,+1 —X
oy Y T2 axay 0 Ty y 2

2




Rutinni priklady

Pro f(x,y) = x3y mame:
of . Pf o f
oY) =3y 5abay) =6y, 5o (xy) = 3x

of . 5 O I PN
@(X,Y)—X7 aXay(X7y)_3X ) T}/z(xay)_o

Pro f(x,y) = e» mame:

of 1« 0%f 1 « O -1
= (xy) = —

a(x,y)z;eu w(X,y):Fey, 8y8x( y)_
af( )_—X X (927‘-( )__161—"-1 —X x
oy Y T ooy Y T e y 2

2



Totalni diferencial

Definice (totalni diferencial)

Necht f: G - R, G C RY, ae G. Rikdime, ze f md v bodé a totalni
diferencial, pokud existuje linedlni zobrazeni L : RY — R takové, Ze

. f(a+ h) —f(a) — L(h)
lim
h—(0,...,0) |h|

=0.

V takovém pripadé nazyvame zobrazeni L totalnim diferencidlem
(derivaci) funkce f v bodé a (znac¢ime df(a), f'(a), D¢(a)).



Totalni diferencial

Definice (totalni diferencial)
Necht f : G -+ R, G C RY, a€ G. Rikime, ze f ma v bodé a totalni
diferencial, pokud existuje linealni zobrazeni L : RY — R takové, Ze

=0.

. f(a+ h) —f(a) — L(h)
lim
h—(0,...,0) |h|

V takovém pripadé nazyvame zobrazeni L totalnim diferencidlem
(derivaci) funkce f v bodé a (znac¢ime df(a), f'(a), D¢(a)).

Priklad

Pro f(x,y) = xy a a = (1, 3) spocitame totalni diferencial.



Totalni diferencial

Definice (totalni diferencial)
Necht f : G -+ R, G C RY, a€ G. Rikime, ze f ma v bodé a totalni
diferencial, pokud existuje linealni zobrazeni L : RY — R takové, Ze

im0 = fa) = L(h)

=0.
h—(0,...,0) |h|

V takovém pripadé nazyvame zobrazeni L totalnim diferencidlem
(derivaci) funkce f v bodé a (znac¢ime df(a), f'(a), D¢(a)).
Priklad

Pro f(x,y) = xy a a = (1,3) spocitdme totalni diferencial.
Cheeme i f(l+s3+1t)—f(1,3)— L(s,t)

(s,t)—(0,0) Vs?+t?
T lim (1+s)(3+t)—1-3—As— Bt _
(s,£)—(0,0) Vs2 + t?

=0.

0.




Totélni diferencial - priklady

Pro f(x,y) = xy a a = (1, 3) spocCitame totalni diferencial.
T (1ES)BHt)-1-3-As— Bt _
» (c05000) Vs + 12

0.



Totélni diferencial - priklady

Pro f(x,y) = xy a a = (1, 3) spocCitame totalni diferencial.
(1+s)3+t)—1-3—As—Bt

Tj. lim 0.
(s,)—(0,0) 52 4 2
i 34+3s+t+st—3—As— Bt 0
m =
(s,t)—(0,0) Vs2 4 t2

im St (3—A)s+(1-B)t
(s,£)=(0.,0) s2+t2

=0



Totélni diferencial - priklady

Pro f(x,y) = xy a a = (1, 3) spocCitame totalni diferencial.
(1+s)3+t)—1-3—As—Bt

Tj.  lim 0.

(s,1)—=(0,0) 52 4 2

. 3+3s+t+st—3—As— Bt

lim =0
(s,£)=(0,0) s2 4+ 2

im st+(3—A)s+(1—B)t_0
(s,£)—(0,0) Vs? + t2

st

Pokud A=3a B =1 dostaneme |m ——

=0
(5,£)=(0,0) /52 + ¢2
Tedy L(s,t) = 3s+ t je totdlnim diferencidlem funkce f v bodé (1, 3).
of of

A tedy plati L(x,y) = &(1,3) X+ a—y(1,3) -y



Vypocet totalniho diferencialu

Véta (parcialni derivace a totalni diferencial)

Necht f ma viechny parcialni derivace 1. radu na okoli bodu a € RY,
Jjsou-li vSechny tyto parcialni derivace v bodé a spojité, potom f m3 v
bodé a totalni diferencial.

Véta (tvar totalniho diferencialu)

Ma-li f totalni diferencial v bodé a € RY pak f ma vsechny parcidlni
dedivace 1. fadu v bodé a € R? a plati

Z@x - hj = Vf(a) - h.

Vektor
Vf(a) = (g—)fl(a) 8‘9—;2(3) %(a)) c RY

nazyvame gradientem funkce f v bodé a.



Priklady

M3 funkce
X5+y4

oy = |5 pokud () £ 0.0)

0 pokud (x,y) =

totalni diferencial ve vsech bodech R2?



Priklady
Ma funkce

5, 4

X"ty
oy = (355 oo (29
0 pokud (x, y)

[N
—
o
o
~

totalni diferencial ve vsech bodech R2?

Funkce ma (jako podil polynomii) urcité spojité vsechny parcialni
derivace (vSech fada) na R2\ {(0,0)}. Totoalni diferencial f tedy urcité
existuje na R? \ {(0,0)}.



Priklady
Ma funkce

X5y
Flxoy) = | 75572 pokud (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

totalni diferencial ve vsech bodech R2?

Funkce ma (jako podil polynomii) urcité spojité vsechny parcialni
derivace (vSech fada) na R2\ {(0,0)}. Totoalni diferencial f tedy urcité
existuje na R? \ {(0,0)}.

Chceme-li vysetrit totalni diferencial v pocatku, potfebujeme spocitat

limitu
I f(s> t)—f(O,O)—%(070)-5—%(070)'t 0
im =
(5,8)=(0,0) Vs? + t?

f(x,0) = x> a tedy 2L(x,0) = 3x2,
f(0,y) = y* a tedy §7(0,y) =2y.



Priklady
Ma funkce
X5+y4
ey~ [ pokud (x.y) £ (0.0),
0 pokud (x,y) = (0,0),

totalni diferencial ve vsech bodech R2?

Funkce ma (jako podil polynomii) urcité spojité vsechny parcialni
derivace (vSech fada) na R2\ {(0,0)}. Totoalni diferencial f tedy urcité
existuje na R? \ {(0,0)}.
Chceme-li vysetrit totalni diferencial v pocatku, potfebujeme spocitat
limitu

I f(s> t)—f(O,O)—%(070)-5—%(070)'t 0

im =

(s:6)—(0.,0) Vs24t2

f(x,0) = x> a tedy 2L(x,0) = 3x2,
f(0,y) = y* a tedy §7(0,y) =2y.

Pocitame tedy limitu  lim i = lim (s, 1)
Y (500000 V2 1 2(s2 + 2) (0005




Priklady

Ma funkce

X5+y4
Flx.y) = 4 =72 pokud (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) =

totalni diferencial ve vsech bodech R2?
s° 4+t

Pocitame limitu  lim = lim s, t).
(s,)=(0,0) v/s? + t2(s% + t2) (Syt)—>(0,0)g( )




Priklady

Ma funkce

x5+y4
Flx.y) = 4 =72 pokud (x,y) # (0,0),
0 pokud (x,y) = (0,0),
totalni diferencial ve vsech bodech R2?
s° 4+t

lim
(5:)=(0,0) /52 + t2(s2 + t2)

V polérnich souradnicich dostavame pro 0 < r <1

Pocitame limitu =: lim
(s,t)—(0,0)

g(s, t).

r®cos® a + r*sin* o
3

lg(rcosa, rsina)| = =r|rcos® a +sin*a| < 2r.

A tedy f m4 totélni diferencial v bodé (0,0) (a tedy na celem RR?)



Priklady

Ma funkce ¥/x3 + y3 totalni diferencial ve vech bodech R??



Priklady

Ma funkce ¥/x3 + y3 totalni diferencial ve vech bodech R??

Funkce ma (opét) urcité spojité vsechny parcialni derivace (vsech fada) a
tedy i totalni diferencial na R? \ {(0,0)}.

Spocitame potencialni predpis pro totalni diferencial v (0, 0):
f(x,0) = x a tedy &£(x,0) =1,
f(0,y) =y atedy §(0,y) = 1.



Priklady

Ma funkce ¥/x3 + y3 totalni diferencial ve vech bodech R??

Funkce ma (opét) urcité spojité vsechny parcialni derivace (vsech fada) a
tedy i totalni diferencial na R? \ {(0,0)}.

Spocitame potencialni predpis pro totalni diferencial v (0, 0):

f(x,0) = x a tedy &£(x,0) =1,

f(0,y) = y a tedy %(O,y) =1.

Tj. pokud df(0,0) existuje, plati df(0,0)(s,t) = s+ t a pocitame limitu

’ V34t —s—t i (5.1)
m = .
(s,£)—(0,0) Vs2 4+ t2 (s,t)a(o,O)g ’




Priklady

Ma funkce ¥/x3 + y3 totalni diferencial ve vech bodech R??

Funkce ma (opét) urcité spojité vsechny parcialni derivace (vsech fada) a
tedy i totalni diferencial na R? \ {(0,0)}.

Spocitame potencialni predpis pro totalni diferencial v (0, 0):

f(x,0) = x a tedy &£(x,0) =1,

f(0,y) = y a tedy %(O,y) =1.

Tj. pokud df(0,0) existuje, plati df(0,0)(s,t) = s+ t a pocitame limitu

_ Vsi+t3—s—t :
lim o lim g(s, ).
(s,t)—(0,0) Vs24t2  (5.)—(00)

V/2s3 — 2 2 V2 —2
Dale I|m g(s s) = lim ——— s * — lim V2 = _ V2 # 0.

s—0 \/2s2 s—0 ﬂ ﬂ

Funkce tedy totalni diferencial v bodé (0,0) nema.




