
Základní de�nice

De�nice (parciální derivace)
Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd , a ∈ G , i ∈ {1, . . . , d}. �íkáme, ºe f má v
bod¥ a parciální derivaci vzhledem k i-té sou°adnici (podle xi ), pokud
existuje limita

lim
t→0

f (a+ tei )− f (a)

t
.

V takovém p°ípad¥ hodnotu limity zna£íme
∂f

∂xi
(a) (a nazýváme ji

parciální derivací funkce f vzhledem k i-té sou°adnici v bod¥ a).

Triviální pozorování
Poloºme g(t) = f (a1, . . . , ai−1, t, ai+1, . . . , ad).

Potom platí g ′(ai ) =
∂f

∂xi
(a), pokud jedna z limit existuje.
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Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Nech´ f (x , y) = x2y + y3 + x a zvolme (a, b) ∈ R2.

Potom pro g(t) = t2b + b3 + t máme g ′(t) = 2tb + 1

a tedy
∂f

∂x
(a, b) = g ′(a) = 2ab + 1.

Pro h(t) = a2t + t3 + a máme h′(t) = a2 + 3t2

a tedy
∂f

∂y
(a, b) = h′(b) = a2 + 3b2.

Nech´ f (x , y) = y2exy .

Potom
∂f

∂x
(x , y) = y3exy ((Cex·D)′ = CDex·D)

a
∂f

∂y
(x , y) = 2yexy + y2xexy ((y2eCy )′ = 2yeCy + Cy2eCy ) .



Rutinní výpo£ty

Pro f (x , y , z) = xy+z2 máme

∂f

∂x
(x , y , z) = (y + z2)xy+z2−1, (vzore£ek (xα)′ = αxα−1)

∂f

∂y
(x , y , z) = log(x)xy+z2 , (vzore£ek (ax)′ = log(a)ax)

∂f

∂z
(x , y , z) = 2z log(x)xy+z2 .

Pro f (x , y , z) =
esin(yz) + arctan(arcsin(log(log(log(z + y)))))

15

√
y71 + z71

máme
∂f

∂x
(x , y , z) = 0.
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Základní de�nice

De�nice (parciální derivace vy²²ích °ád·)
Nech´ f : G → R, G ⊆ Rd , a ∈ G , i , j ∈ {1, . . . , d}. Parciální derivaci 2.
°ádu funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té a následn¥ j-té sou°adnice
de�nujeme jako

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a),

pokud existuje a zna£íme

∂2f

∂xj∂xi
(a), pro i 6= j ,

∂2f

∂x2i
(a) pro i = j .

Parciální derivace vy²²ích °ád· de�nujeme analogicky.



Rutinní p°íklady

Pro f (x , y) = x3y máme:

∂f

∂x
(x , y) = 3x2y ,

∂2f

∂x2
(x , y) = 6xy ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) = 3x2

∂f

∂y
(x , y) = x3,

∂2f

∂x∂y
(x , y) = 3x2,

∂2f

∂y2
(x , y) = 0.

Pro f (x , y) = e
x
y máme:

∂f

∂x
(x , y) =

1

y
e

x
y ,

∂2f

∂x2
(x , y) =

1

y2
e

x
y ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y

∂f

∂y
(x , y) =

−x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂x∂y
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂y2
(x , y) =

2x

y3
e

x
y +

x2

y4
e

x
y

.



Rutinní p°íklady

Pro f (x , y) = x3y máme:

∂f

∂x
(x , y) = 3x2y ,

∂2f

∂x2
(x , y) = 6xy ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) = 3x2

∂f

∂y
(x , y) = x3,

∂2f

∂x∂y
(x , y) = 3x2,

∂2f

∂y2
(x , y) = 0.

Pro f (x , y) = e
x
y máme:

∂f

∂x
(x , y) =

1

y
e

x
y ,

∂2f

∂x2
(x , y) =

1

y2
e

x
y ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y

∂f

∂y
(x , y) =

−x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂x∂y
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂y2
(x , y) =

2x

y3
e

x
y +

x2

y4
e

x
y

.



Rutinní p°íklady

Pro f (x , y) = x3y máme:

∂f

∂x
(x , y) = 3x2y ,

∂2f

∂x2
(x , y) = 6xy ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) = 3x2

∂f

∂y
(x , y) = x3,

∂2f

∂x∂y
(x , y) = 3x2,

∂2f

∂y2
(x , y) = 0.

Pro f (x , y) = e
x
y máme:

∂f

∂x
(x , y) =

1

y
e

x
y ,

∂2f

∂x2
(x , y) =

1

y2
e

x
y ,

∂2f

∂y∂x
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y

∂f

∂y
(x , y) =

−x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂x∂y
(x , y) =

−1
y2

e
x
y +

1

y
· −x
y2

e
x
y ,

∂2f

∂y2
(x , y) =

2x

y3
e

x
y +

x2

y4
e

x
y

.



Totální diferenciál

De�nice (totální diferenciál)
Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd , a ∈ G . �íkáme, ºe f má v bod¥ a totální
diferenciál, pokud existuje lineální zobrazení L : Rd → R takové, ºe

lim
h→(0,...,0)

f (a+ h)− f (a)− L(h)

|h|
= 0.

V takovém p°ípad¥ nazýváme zobrazení L totálním diferenciálem
(derivací) funkce f v bod¥ a (zna£íme df (a), f ′(a), Df (a)).

P°íklad
Pro f (x , y) = xy a a = (1, 3) spo£ítáme totální diferenciál.

Chceme lim
(s,t)→(0,0)

f (1+ s, 3+ t)− f (1, 3)− L(s, t)√
s2 + t2

= 0.

Tj. lim
(s,t)→(0,0)

(1+ s)(3+ t)− 1 · 3− As − Bt√
s2 + t2

= 0.
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Totální diferenciál - p°íklady

Pro f (x , y) = xy a a = (1, 3) spo£ítáme totální diferenciál.

Tj. lim
(s,t)→(0,0)

(1+ s)(3+ t)− 1 · 3− As − Bt√
s2 + t2

= 0.

lim
(s,t)→(0,0)

3+ 3s + t + st − 3− As − Bt√
s2 + t2

= 0

lim
(s,t)→(0,0)

st + (3− A)s + (1− B)t√
s2 + t2

= 0

Pokud A = 3 a B = 1 dostaneme lim
(s,t)→(0,0)

st√
s2 + t2

= 0.

Tedy L(s, t) = 3s + t je totálním diferenciálem funkce f v bod¥ (1, 3).

A tedy platí L(x , y) =
∂f

∂x
(1, 3) · x +

∂f

∂y
(1, 3) · y
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Výpo£et totálního diferenciálu

V¥ta (parciální derivace a totální diferenciál)
Nech´ f má v²echny parciální derivace 1. °ádu na okolí bodu a ∈ Rd ,
jsou-li v²echny tyto parciální derivace v bod¥ a spojité, potom f má v
bod¥ a totální diferenciál.

V¥ta (tvar totálního diferenciálu)
Má-li f totální diferenciál v bod¥ a ∈ Rd pak f má v²echny parciální
dedivace 1. °ádu v bod¥ a ∈ Rd a platí

df (a)(h) =
d∑

i=1

∂f

∂xi
(a) · hi = ∇f (a) · h.

Vektor
∇f (a) =

(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) . . . ∂f
∂xd

(a)
)
∈ Rd

nazýváme gradientem funkce f v bod¥ a.



P°íklady

Má funkce

f (x , y) =

{
x5+y4

x2+y2 pokud (x , y) 6= (0, 0),

0 pokud (x , y) = (0, 0),

totální diferenciál ve v²ech bodech R2?

Funkce má (jako podíl polynom·) ur£it¥ spojité v²echny parciální
derivace (v²ech °ád·) na R2 \ {(0, 0)}. Totoální díferenciál f tedy ur£it¥
existuje na R2 \ {(0, 0)}.

Chceme-li vy²et°it totální diferenciál v po£átku, pot°ebujeme spo£ítat
limitu

lim
(s,t)→(0,0)

f (s, t)− f (0, 0)− ∂f
∂x (0, 0) · s −

∂f
∂y (0, 0) · t√

s2 + t2
= 0

f (x , 0) = x3 a tedy ∂f
∂x (x , 0) = 3x2,

f (0, y) = y2 a tedy ∂f
∂y (0, y) = 2y .

Po£ítáme tedy limitu lim
(s,t)→(0,0)

s5 + t4√
s2 + t2(s2 + t2)

=: lim
(s,t)→(0,0)

g(s, t).
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∂f
∂y (0, 0) · t√

s2 + t2
= 0
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∂x (x , 0) = 3x2,

f (0, y) = y2 a tedy ∂f
∂y (0, y) = 2y .

Po£ítáme tedy limitu lim
(s,t)→(0,0)

s5 + t4√
s2 + t2(s2 + t2)

=: lim
(s,t)→(0,0)

g(s, t).
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A tedy f má totální diferenciál v bod¥ (0, 0) (a tedy na celém R2)
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P°íklady

Má funkce 3

√
x3 + y3 totální diferenciál ve v²ech bodech R2?

Funkce má (op¥t) ur£it¥ spojité v²echny parciální derivace (v²ech °ád·) a
tedy i totální diferenciál na R2 \ {(0, 0)}.

Spo£ítáme potenciální p°edpis pro totální diferenciál v (0, 0):

f (x , 0) = x a tedy ∂f
∂x (x , 0) = 1,

f (0, y) = y a tedy ∂f
∂y (0, y) = 1.

Tj. pokud df (0, 0) existuje, platí df (0, 0)(s, t) = s + t a po£ítáme limitu

lim
(s,t)→(0,0)

3
√
s3 + t3 − s − t√

s2 + t2
=: lim

(s,t)→(0,0)
g(s, t).

Dále lim
s→0

g(s, s) = lim
s→0

3
√
2s3 − 2s√

2s2
= lim

s→0

3
√
2− 2√
2

=
3
√
2− 2√
2
6= 0.

Funkce tedy totální diferenciál v bod¥ (0, 0) nemá.
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